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ОБОБЩЕННЫЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА – БИРКГОФА 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА  
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
Аннотация. Рассматривается проблема построения и исследования обобщенных интерполяционных формул 
Эрмита – Биркгофа для дифференциальных операторов произвольного порядка в частных производных, заданных 
в пространстве непрерывно-дифференцируемых функций многих переменных. Построение операторных многочле-
нов основано на интерполяционных полиномах для скалярных функций относительно произвольной чебышевской 
системы, а также на обобщенных интерполяционных формулах Эрмита – Биркгофа, полученных авторами ранее 
для операторов общего вида в функциональных пространствах. Приведенные операторные формулы имеют различ-
ную структуру и содержат интегралы Стилтьеса и дифференциалы Гато интерполируемого оператора. Получено явное 
представление погрешности операторного интерполирования. Рассмотрены некоторые частные случаи обобщенных 
формул Эрмита – Биркгофа для дифференциальных операторов в частных производных. Представленные результаты 
могут быть использованы в теоретических исследованиях как основа построения приближенных методов решения не-
которых нелинейных операторно-дифференциальных уравнений, встречающихся в математической физике.
Ключевые слова: операторный многочлен, операторное интерполирование, обобщенное интерполирование 
типа Эрмита – Биркгофа, дифференциальный оператор, дифференциал Гато, интеграл Стилтьеса, погрешность 
интерполяции
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GENERALIZED INTERPOLATION HERMITE – BIRKHOFF POLYNOMIALS  
FOR ARBITRARY-ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL OPERATORS
Abstract. This article is devoted to the problem of construction and research of the generalized Hermite – Birkhoff inter-
polation formulas for arbitrary-order partial differential operators given in the space of continuously differentiable functions 
of many variables. The construction of operator interpolation polynomials is based both on interpolation polynomials 
for scalar functions with respect to an arbitrary Chebyshev system, and on the generalized Hermite – Birkhoff interpolation 
formulas obtained earlier by the authors for general operators in functional spaces. The presented operator formulas contain 
the Stieltjes integrals and the Gateaux differentials of an interpolated operator. An explicit representation of the error of oper-
ator interpolation was obtained. Some special cases of the generalized Hermite – Birkhoff formulas for partial differential 
operators are considered. The obtained results can be used in theoretical research as the basis for constructing approximate 
methods for solution of some nonlinear operator-differential equations found in mathematical physics.
Keywords: operator polynomial, operator interpolation, generalized Hermite – Birkhoff interpolation, differential opera- 
tor, Gateaux differential, Stieltjes integral, interpolation error
For citation. Ignatenko M. V., Yanovich L. A. Generalized interpolation Hermite – Birkhoff polynomials for arbi-
trary-order partial differential operators. Vestsі Natsyianal'nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh 
navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, 
pp. 149–163 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2018-54-2-149-163
Введение. Рассмотрим задачу применения обобщенных операторных интерполяционных 
формул Эрмита – Биркгофа, полученных авторами ранее в работе [1] для операторов общего ви-
да в функциональных пространствах, к построению интерполяционных многочленов типа 
Эрмита – Биркгофа для одного частного случая – дифференциальных операторов произвольного 
фиксированного порядка в частных производных, заданных в пространстве непрерывно-диффе-
ренцируемых функций многих переменных.
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Пусть ( )1 2, ,..., mα = α α α  – мультииндекс с неотрицательными составляющими { } 10
m
j jm =≤ α ≤  
и точка ( )1 2, ,..., .mmt t t t= ⊆   Через ( )D x tα  обозначим производную функции ( )1 2( ) , ,..., mx t x t t t=  
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Для производных невысоких порядков будем использовать также обозначения 















рассмотрим дифференциальные операторы ( ) ( )mF C T Y: →  фиксированного порядка m в част­
ных производных:
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где ( ) ( )mC T  – пространство функций ( )1 2( ) , ,..., mx t x t t t=  непрерывно-дифференцируемых 
m раз на прямоугольнике 1 2 ;mmT T T T= × ×⋅⋅ ⋅× ⊆   Y – некоторое функциональное про- 
странство; функция 0 1( )y f t u u uµ= , , ,...,  задана на прямоугольнике 0 1T U U UµΩ = × × × × ,  











µ = − = −  { } { 2 21 2 1 2
1
, 10 1 1 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),..., ( ), ( ), ( ),..., ( ),..., ,...,m m
m m mm
t t t t tt t m m m
m
x t x t x tD x t x t x t x t x t x t x t x t
t t t t
α
−α =
∂ ∂ ∂ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= , , , 
∂ ∂ ∂ ∂  
{ } 2 21 2 1 2
1
, 10 1 1 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),..., ( ), ( ), ( ),..., ( ),..., ,...,m m
m m mm
t t t t tt t m m m
m
x t x t x tD x t x t x t x t x t x t x t x t
t t t t
α
−α =
 ∂ ∂ ∂ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= , , , 
∂ ∂ ∂ ∂  
. Далее предпо­
лагаем, что смешанные производные одинакового порядка, отличающиеся лишь последова­ 
тельностью дифференцирования по одним и тем же переменным, совпадают, например, 
( ) ( )1 2 2 1, 1 2 , 1 2, ,t t t tx t t x t t′′ ′′=  при m = 2.
Формулы Эрмита – Биркгофа, содержащие дифференциалы Гато интерполируемого 
оператора. Пусть ( ) ,, , 0
k n
k n ij i jI == ε  – прямоугольная матрица размерности ( 1) ( 1),k n+ × +  элементы 
εij ( = 0,1, , ;  = 0,1, , )i k j n   которой 0 или 1;  множество , {( , ) : 1,  0 ,  0 },k n ijN i j i k j n= ε = ≤ ≤ ≤ ≤  
, = {( , ) : 1,  0 ,  1 };k n ijM i j i k j nε = ≤ ≤ ≤ ≤  функции ( ) ( )kijH t  – фундаментальные интерпо ля ­
цион ные многочлены, соответствующие задаче Эрмита – Биркгофа для случая скаляр- 
ной чебы шев ской системы функций =0{ ( )} , ;ri it rϕ ∈  
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σ ∑  – 
некоторая постоянная или переменная на T ⊆   величина. Заметим, что в верхнем индексе (k) 
обозначения ( ) ( )kijH t  указан номер последней строки в соответствующей матрице Ik,n.
рассмотрим операторно-дифференциальные выражения
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 – дифференциал Гато ν-го порядка оператора F в точ­
ке x, когда первые (ν – 1) направления ( ) 1i ih h t= ≡  ( )1,2,..., 1 ,i = ν −   а последнее ν-е направле­
ние h
ν
 является произведением вида 1 2... jh h h hν =  ( )( )= ( ) ( ) .mh h t C Tν ν ∈
ранее в работе [1] для операторов F(x) общего вида, заданных на функциональных простран­
ствах непрерывных и гладких функций, были построены обобщенные интерполяционные опе­
раторные многочлены Эрмита – Биркгофа
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где x
p
 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nk,0, для которых выпол-
няются условия 
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в условиях (4) отсутствует.
Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),k n k nr x F x B F x= −  где , ( ; )k nB F x  – интерполяционный полином (3), 
в работе [2] было указано явное представление:
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где x
p
, как и ранее, – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nk,0; 
1 ;kx x+ =  q – разность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ;k nI  ( )1, ( ) 0
k
k jH x+ ≡  ( )0,1,2,... .j =
В данной работе для дифференциального оператора (1) на основе формул (3) и (5) получим 
интерполяционный многочлен и представление его погрешности. 
Отметим, что дифференциальный оператор (1) зависит от одной функциональной пе- 
ременной x(t). Поэтому дифференциал Гато [ ; ]F x hδ  в точке x = x(t) по направлению h = h(t) 
( )( ), ( )mx h C T∈  для этого оператора вычисляется по правилу 
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где ( )1 2, ,..., mβ = β β β  – мультииндекс, 1 2 ... .mβ = β +β + +β
Далее, дифференциал Гато второго порядка 2 1 2[ ; , ]F x h hδ  оператора F в точке x = x(t) по на-
правлениям 1 1( ),h h t=  2 2( )h h t=  ( )( )1 2, , ( )mx h h C T∈  равен
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В случае 3,4,...ν =  аналогично получим, что для операторов (1) дифференциал Га- 
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Следовательно, для операторов (1) формула (3) преобразуется к виду 
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где функция ( )( , ) = ( ) ( ) ( ) ,i p i pt x t x t x tυ τ + τ −  ( ) ( )1 21 2
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∂ ∂ ⋅⋅ ⋅∂
 ( ) ,0,0 ;ki N∈  xp – 
фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nk,0. 
таким образом, справедлива 
т е о р е м а  1. Обобщенный операторный многочлен (7) является интерполяционным для 
заданного на множестве ( ) ( )mC T  оператора F(x) вида (1), и для него имеют место условия (4).
Воспользуемся правилом (5) для представления погрешности интерполирования оператора (1) 
полиномом (7).
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С л е д с т в и е  1. Для погрешности интерполирования , ,( ) = ( ) ( ; )k n k nr x F x B F x−  дифферен-
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где 1 = ;kx x+  q – разность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ;k nI  ( )1, ( ) 0
k
k jH x+ ≡  ( )= 0,1,2,... .j
Формулы лагранжева и эрмитова типа с узлами второй кратности для рассматриваемого 
дифференциального оператора вида (1) в частных производных, а также явные представления 
погрешности интерполирования получены в работе [3].
многочлены эрмита – Биркгофа, содержащие дифференциалы Гато и интеграл Стилтьеса 
интерполируемого оператора. Ранее в работе [1] были построены обобщенные интерполяцион-
ные операторные многочлены, которые заданы на множествах функций одной переменной и со-
держат дифференциалы Гато и интегралы Стилтьеса интерполируемого оператора. В частности, 
если числовая функция 
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В работе [2] для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),k n k nr x F x B F x= −  где , ( ; )k nB F x  – интерполяционный 
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где x
p
 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nk,0, 1 ,kx x+ =  q – раз-
ность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ,k nI  ( )1, ( ) 0  ( 0,1,2,...).
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154  proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus, Рhysics and mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, рр. 149–163 
В этой работе обобщим формулы (9) и (10) на случай функций многих переменных 
( )1 2, ,..., [0,1]mmτ = τ τ τ ∈  и ( )1 2, ,..., .mmt t t t= ∈  Введем числовую функцию 
1 2 1 2 1
1
( , ) ( , ,..., , , ,..., ) ( , ),
m
m m i i
i
t t t t t
=
χ τ ≡ χ τ τ τ = χ τ∏
где 1( , )i itχ τ  задается по правилу (8). Учитывая определение 1( , ),i itχ τ  для ( , )tχ τ  имеем
 { }
1, , 1,2,..., ;
( , )







χ τ =  τ < ∈
где 1 20 , ,..., 1,   (0,0,...,0, ) 0,m
m
t< τ τ τ < χ ≡






т е о р е м а  2. Для операторного многочлена
, ( ; ) = ( )k n pB F x F x +
[ ]
[ ] ( )
( )
0
( ,0) ,0 [0,1]
( )







d F x x x
x τ∈
τ




( , ) ,
( )




j i k i
ki j M k n
H x





∑   (11)
где x
p
 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 матрицы Im,n, выполняются интер-






( , ) ,
( ; ) = ; ( )kk n j i ij
i j M k n






и первая группа равенств в условиях (4) отсутствует.
Д о к а з а т е л ь с т в о. При x = x
q
 (здесь индексу q соответствует первый индекс элемента ε
p0 = 1 
мат рицы I
k,n






























= δ δ σ =
σ




( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )  ( ).
m
k n q p p q p qB x F x d F x x x F xτ  = + ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ = ∫








( ) = = 0.
s




σ δ δ∑  Учитывая это, несложно убедиться так-
же в справедливости равенства 
 
( )( ) ( )( )
,
( ) ( )
kk s qijqij
s
k q k q
D H xH x
D
x x
    = 
σ σ  
где, как и ранее, ( )
=0





D f t a f t∑  ajs – заданные числа. При ,( , ) ,k nq j M∈  т. е. для j ≥ 1, 
с учетом (2) получим , , 1 2
=1
( ) = [ ; ... ].
j
j k n q j k n q jD B x a B x h h hνν
ν
δ∑  Поэтому
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xD H x h t h t h t
x
σ =   σ
для s ≥ 1. так как значение ( ) ( ) = ,ks q iq sjijD H x  δ δ   то из всех слагаемых в (11), содержащих выра-
жения 










 останутся только те, для которых i = q и s = j. Отсюда следует вторая 
группа равенств в (4). теорема 2 доказана.
т е о р е м а  3. Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),k n k nr x F x B F x= −  где , ( ; )k nB F x  – интерполяцион-





[ ] ( )




( ) ( )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( )m
k k
i i
k n p i p
k ki Nk
H x H x





 τ τ   = − ⋅ + γ τ ⋅ ⋅ − ⋅ +   σ τ σ τ  
∑ ∫
 
( 1) ( )
1
1( , ) 1,
( ) ( )
; ( ) ( ) ,
( ) ( )
k k
ij ij
j i k i k i
k ki j M k n q
H x H x






+ σ − σ 
σ σ  
∑   (12)
где x
p
 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nm,0, 1 ,kx x+ =  q – раз-
ность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ,k nI  ( )1, ( ) 0  ( 0,1,2,...).
k
k jH x j+ ≡ =  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в случае ,0( ,0) kNν ∈  погрешность , ( ) = 0.k nr xν  
Учитывая, что , ,  ( 0,1,2,...),k n k n qM M q+≡ =  при 1kν = +  получим 
[ ]




1 1( ,0) 1,0 [0,1]
( )




k n k p i p
k ki Nk
H x


















j i k i
k ki j M k n q
H x





+ +∈ + +
 




[ ] ( )
( )
10
1( ,0) 1,0 [0,1]
( )























j i k i
k ki j M k n q
H x













1( ,0) ,0 [0,1]
( )




k p i p
k ki Nk
H x











1( , ) ,
( )




j i m i k k n k
k ki j M k n
H x






− σ = − 
σ  
∑ 
таким образом, теорема 3 доказана.
Воспользуемся формулами (11) и (12) для построения интерполяционного многочле- 
на и представления его погрешности в случае дифференциального оператора в частных 
производных вида (1). С учетом равенства (6) формула (11) для оператора (1) преобразу- 
ется к виду 
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=0 0( ,0) ,0[0,1]
( )
( ; ) = , ( ) , ( , )
( )m
km mi
k n p i
ki Nk
H x











( ) ( )
( )
=0
1( , ) =1 =0,
, ( ) ( )
( ) ,




ki j M i ik n
f t D x t H x t
a D x t





 ∂      + σ 
σ∂ ∂   
∑ ∑ ∑  (13)
где функция ( )( , ) = ( ) ( , ) ( ) ( ) ,i p i pt x t t x t x tξ τ + χ τ −  ( ) ( )1 21 2
1 2
, ,..., ,









∂ ∂ ⋅⋅ ⋅∂
 ( ) ,0,0 ;ki N∈  
x
p
 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nk,0. Итак, доказана 
т е о р е м а  4. Обобщенный операторный многочлен (13) является интерполяционным 
для заданного на множестве ( ) ( )mC T  дифференциального оператора F(x) вида (1), и для него 
справедливы равенства (4).
Воспользуемся формулой (12) для представления погрешности интерполирования опера- 
тора (1) полиномом (13).
С л е д с т в и е  2. Для погрешности интерполирования , ,( ) = ( ) ( ; )k n k nr x F x B F x−  диф фе-










( ) ( )
( ) =
















10 ( , ) =1 =01,
, ( )
, ( , )




i j M i ik n q
f t D x t
d f t D t a
x t D x t
ν β
βα
τ ν ν− αα = ∈ ν α+ +
 ∂     × ξ τ + × 





( ) ( )
( )
( ) ( )
( 1) ( )
1
1
( ) ( )
( ) ( ) ,
( ) ( )
k k
ij ij
k i k i
k k
H x t H x t
D x t x t





  × σ − σ 
σ σ  
 (14)
где 1 = ;kx x+  q – разность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ;k nI  многочлен ( )1, ( ) 0
k
k jH x+ ≡  
( )= 0,1,2,... .j
В частности, если через , ( )k il x  обозначить фундаментальные многочлены, соответствующие 
задаче лагранжа для узлов 0 1, ,..., kx x x  относительно чебышевской системы функций { } 0( ) ,
k
q qt =ϕ  
для которых справедливы равенства , ( )k i j ijl x = δ  ( , 0,1,..., ),i j k=  то при p = 0 формула (11) при-
нимает достаточно простую форму:
 [ ]
[ ] ( )
,
,0 0 0 0
1[0,1]
( )










= +  ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅  σ τ
∑ ∫  (15)
где ,
0







Интерполяционный многочлен (15) для дифференциального оператора (1) преобразуется к виду











B F x f t D x t d f t D t
x
α α
α = α ==
τ
τ   = + ξ τ   σ τ   
∑ ∫  (16)











∂ ∂ ⋅⋅ ⋅∂
 
( )1,2,..., .i k=  
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Как частный случай формулы (14), погрешность интерполирования ,0 ,0( ) ( ) ( ; )k kr x F x B F x= −  










( ) ( )
( ) , , ,
( ) ( )m
k mk i k i
k i
k ki
l x l x





 τ τ   = − ξ τ   σ τ σ τ    
∑ ∫
где 1 , 1,  ( ) 0.k k kx x l x+ += ≡  
Далее, если через , ( )k ih x  и , ( )k iq x  обозначить фундаментальные многочлены, соответствующие 
задаче Эрмита в случае двукратных узлов 0 1, ,..., kx x x  относительно чебышевской системы функ-





ϕ  для которых справедливы равенства , ,( ) ( ) ,k i j k i j ijh x q x′= = δ  , ,( ) ( ) 0k i j k i jh x q x′ = =  




[ ] ( )
,
,1 0 0 0
1[0,1]
( )






B F x F x d F x x x
x τ=
τ
= +  ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅  + σ τ
∑ ∫
 ( )










F x x t
x t=
 












Для дифференциального оператора (1) интерполяционный многочлен (17) преобразуется к виду















α = α ==






( ) ( )
0 ,
0 0




ik m k i
k i
ki i
f t D x t q x t
D x t





 ∂      + σ 
σ∂   
∑ ∑  (18)












∂ ∂ ⋅⋅ ⋅∂
 ( )1,2,..., .i k=  
Для погрешности интерполирования ,1 ,1( ) ( ) ( ; )k kr x F x B F x= −  многочленом (18), как частно-








( ) ( )
( ) , ,
( ) ( )m
k mk i k i
k i
k ki
h x h x










( ) ( )
( )
( ) ( )
1 0 1, ,
1
10 0
, ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,
( ) ( )( )
m
ik m k i k i
k i k i
k ki i
f t D x t q x t q x t
D x t x t
x t x tD x t
β
+ β = +α
+α += α =
 ∂      + σ − σ 
σ σ∂   
∑ ∑
где 1 , 1 , 1,  ( ) ( ) 0.k k k k kx x h x q x+ + += = ≡
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Частные случаи обобщенных формул эрмита – Биркгофа. если множество ,0 = {(0,0)},kN  
то ( ) ( )( )00( ) = ( ) .kk x t H x tσ   В этом случае вторая группа слагаемых в правой части формул (7) и (13) 
будет отсутствовать и соответствующие интерполяционные многочлены , ( )k nB x  для оператора (1) 
примут одинаковый вид:
{ }, 0 =0( ) = , ( )
m
k nB x f t D x tα
α





( ) ( )
( )
( ) ( )
=0 00
( )1( , ) =1 =0, 00
, ( ) ( ) ( )
,
( )( ) ( )
m
k kij m iij
j k
i j M i ik n
f t D x t H x t H x t
a D





 ∂      +  
∂ ∂   
∑ ∑ ∑  (19)
где x0 – фиксированный узел, соответствующий ненулевому элементу ε00 матрицы Ik,n. 
Рассмотрим частный случай формулы (19). В качестве чебышевской системы 2=0{ ( )}k kuϕ  
выберем экспоненциальную на   систему функций 2 3{ , , },u u ue e e  а в качестве Dj – операторы 







I   
 
тогда для многочлена Эрмита – Биркгофа вида (19), удовлетворяющего условиям 





( ) ( )
( )
(1) (1)12 0 11 00
1,2 0 (1)1=0 =1 0 1 00
, ( ) ( ) ( )
( ) = , ( ) ,




f t D x t H x t H x t
B x f t D x t D
H x tx t D x t
β
β =α α
− αα α =
 ∂        +   
  ∂ ∂   
∑ ∑
где фундаментальные многочлены интерполирования (1)00 ( ),H x  
(1)
11 ( )H x  и 
(1)
12 ( )H x  задаются ра-
венствами 
 (1) 2 20 1 100 ( ) = ( 3 3 ),
x x x x x xH x Ke e e e− ++ −
 ( )(1) 2 21 0 0 1 1 011 ( ) = ( ) 9 4 ( ) ,2
x x x x x x x x x xKH x e e e e e e e e− +− + − +
 ( )(1) 2 21 0 0 1 1 012 ( ) = ( ) 3 2 ( ) ,2
x x x x x x x x x xKH x e e e e e e e e− +− − + − +
 
2 2 10 1 0 1= ( 3 3 ) .x x x xK e e e −++ −
Рассмотрим еще один частный случай формулы (19). В качестве чебышевской системы 
2
=0{ ( )}k kuϕ  выберем тригонометрическую на [0,2π] систему функций {1,sin ,cos }.u u  Пусть 
и в этом случае ( )( ) = ( ),jjD u uϕ ϕ  оператор 1 2( ) = [ ; ... ]jj jD F x F x h h hδ  ( = 2,3),j  а матрица
 
1,3
1 0 0 0
.
0 0 1 1
I  =  
 
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тогда для интерполяционного многочлена Эрмита – Биркгофа 1,3( )B x  вида (19), удовлетворя- 
ющего условиям 
 2 2 3 31,3 0 0 1,3 1 1 2 1 1 2 1,3 1 1 2 3 1 1 2 3( ) = ( );  [ ; ] = [ ; ],  [ ; ] = [ ; ],B x F x B x h h F x h h B x h h h F x h h hδ δ δ δ  (20)
справедливо представление 
3 (1)
1,3 0 1 1
=2
( ) = ( ) ; ( )j j
j
B x F x F x H x + δ = ∑
 { }
{ }
( ) ( )
13 0 (1)
0 11=0 =2 0 1
, ( )
, ( ) ( ) ,




f t D x t
f t D x t D H x t
x t D x t
β
β =α α
− αα α =
 ∂     = + 
  ∂ ∂
∑ ∑  (21)
где (1) (1)0 1 1 0 1 112 13( ) = cos( ) cos( ), ( ) = sin( ) sin( ).H x x x x x H x x x x x− − − − − −
П р и м е р  1. Рассмотрим дифференциальный оператор порядка m в частных производных
 
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
mpF x t a t x t b t x t c t D x tαα
α =
= ϕ + + + ∑  (22)
где p – фиксированное целое неотрицательное число, а ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t a t b t c tαϕ  – произвольно за-
данные функции переменной ( )1 2, ,..., .mt t t t=  Для оператора (22) построим интерполяционный 
многочлен 1,3( )B x  вида (21).
Сначала вычислим дифференциалы Гато, входящие в формулу (21). Поскольку дифферен-
циал первого порядка { }11 1 1
1
[ ; ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
mpF x h a t pb t x t h t c t D h t− αα
α =
δ = + + ∑  то дифференциалы 
Гато второго и третьего порядка задаются формулами 2 21 2 1 2[ ; ] ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )pF x h h p p b t x t h t h t−δ = −  
и 3 31 2 3 1 2 3[ ; ] ( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).pF x h h h p p p b t x t h t h t h t−δ = − −  Следовательно,
(1) (1)2 3
1,3 0 1 112 13( ) = ( ) ; ( ) ; ( )B x F x F x H x F x H x   + δ + δ =   
( )2 (1)0 00 1 12
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
mp pt a t x t b t x t c t D x t p p b t x t H x t−αα
α =
= ϕ + + + + − +∑
 ( )3 (1)1 13( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) .pp p p b t x t H x t−+ − −  (23)
Проверим выполнение интерполяционных условий (20). так как (1) 012 ( ) = 0H x  и 
(1)
013 ( ) = 0,H x  
то 1,3 0 0( ) ( ).B x F x=  Далее, с учетом равенств (1) 112 ( ) 1,H x
′′  =   
(1)
113 ( ) 0,H x
′′  =   
(1)
112 ( ) 0,H x
′′′  =   
(1)
113 ( ) 1,H x
′′′  =   получим, что для оператора (22) и интерполяционной формулы (23) выполня-
ются равенства
{ }22 21,3 1 1 2 1 2 1 1 21[ ; ] = ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ; ],pB x h h p p b t x t h t h t F x h h−δ − ≡ δ
{ }33 31,3 1 1 2 3 1 2 3 1 1 2 31 [ ; ] = ( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ; ].pB x h h h p p p b t x t h t h t h t F x h h h−δ − − ≡ δ
таким образом, для оператора 1,3( )B x  вида (23) справедливы интерполяционные условия (20).
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Пусть далее I
k,k
– квадратная диагональная матрица размерности ( 1) ( 1)k k+ × +  и рассматри-
вается интерполяционная задача абеля – Гончарова. В этом частном случае интерполяционной 
задачи Эрмита – Биркгофа множество N
k,0
 состоит из нулевой пары (0,0), множество M
k,k
 – из эле-
ментов (q,q) (q = 1,2,…,k), сумма ( ) ( )( )00( ) = ( )kk x t H x tσ  и формула (19) принимает вид
{ }, 0 =0( ) , ( )
m
k kB x f t D x tα
α









( )1=1 =1 =0 00
, ( ) ( ) ( )
.
( )( ) ( )
m
kkqqk m qq q
q k
q q q
f t D x t H x t H x t
a D





 ∂      +  
∂ ∂   
∑ ∑ ∑  (24)
Здесь функции ( ) ( )kqqH t  ( 0,1,..., )q k=  – фундаментальные интерполяционные многочлены, 
соответствующие задаче абеля – Гончарова для случая произвольной чебышевской системы 
функций, для которых выполняются условия ( ) ( ) =kj qq j q jD H t δ   ( , = 0,1,..., ).q j k
Операторный многочлен , ( )k kB x  вида (24) удовлетворяет интерполяционным условиям 
, 0 0 ,( ) = ( );  ( ) = ( ),  = 1,2,..., .k k q k k q q qB x F x D B x D F x q k 
Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),k k k kr x F x B x−  где , ( )k kB x  – интерполяционный полином вида (24), 
имеет место представление 
{ }
( ) ( )
1 0( 1) ( 1)
, 1 1, 1 1, 11=1 0
, ( )
( ) ; ( ) ( ) .
( ) ( )
m
k mk k
k k k jk k k k
f t D x t
r x D F x H x a D H x t
x t D x t
ν β
+ β =+ +α
+ ν+ + + +ν− α
ν α =
 ∂  
  = =  ∂ ∂
∑ ∑
Через 1 [ ; ],kD F x h+  как и ранее, обозначен оператор вида (2), когда направления ( ) 1h tν ≡  для 
= 1,2,..., ,kν  а 1( ) = ( ).kh t h t+  
если ( )( ) = ( ),jjD t tϕ ϕ  а 1 2( ) = [ ; ... ],   = 1,2,..., ,jj jD F x F x h h h j kδ  то интерполяционная форму-
ла (24) примет вид 
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∑ ∑   (25)
Операторный многочлен , ( ),k kB x  заданный формулой (25), удовлетворяет интерполяцион-
ным условиям 
 , 0 0 , 1 2 1 2( ) = ( ),  [ ; ... ] = [ ; ... ],  = 1,2,..., .q qk k k k q q q qB x F x B x h h h F x h h h q kδ δ  (26)
Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),k k k kr x F x B x−  где , ( )k kB x  – интерполяционный полином вида (25), 
справедливо представление 
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Здесь, как и ранее, 1 [ ; ]k F x h+δ  означает, что направления ( ) 1h tν ≡  для = 1,2,..., ,kν  а 1( ) = ( ).kh t h t+
Отметим, что явный вид алгебраических фундаментальных многочленов ( ) ( ),kqqH t  удовлет-
воряющих условиям ( ) ( ) =kj qq j q jD H t δ  ( , = 0,1,..., ),q j k  приведен в монографии [4], в которой до-
статочно полно исследована задача абеля – Гончарова для функций скалярного аргумента.
П р и м е р  2. Построим интерполяционный многочлен , ( )k kB x  вида (25), как и раньше, 
для дифференциального оператора порядка m в частных производных, заданного форму- 
лой (22). Для этого вычислим дифференциалы Гато порядка 2,3,...,q k=  рассматриваемого 
оператора. так как
{ } ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )1 11 1 11 11
1
; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
mk p k kF x H a t pb t x t H x t c t D H x t− αα
α =
 δ = + +  ∑
( )( ) 2 ( )2 2 22 2 22; ( 1) ( ) ( ) ( ) ,k p kF x H p p b t x t H x t− δ = − 
( )( ) 3 ( )3 3 33 3 33; ( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) ,k p kF x H p p p b t x t H x t− δ = − − 
то, очевидно, что
( ) ( ) ( )
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p q
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Следовательно, формула (25) для оператора (22) примет вид
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∑ ∑  (27)
Проверим выполнение интерполяционных условий (26). так как ( ) 0( ) = 0kqqH x  при всех 
1,2,..., ,q k=  то 1,3 0 0( ) ( ).B x F x=  Далее, с учетом равенств 
( )( ) ( )
jk
qq j q jH t  = δ   ( , = 0,1,..., ),q j k  
получим, что
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Итак, для оператора , ( )k kB x  вида (27) справедливы интерполяционные условия (26).
В заключение отметим, что результаты, полученные в работе, могут быть использованы 
в качестве основы для построения приближенных методов решения некоторых нелинейных опе-
раторно-дифференциальных уравнений с частными производными, встречающихся в том числе 
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в различных областях математической физики. Ряд интерполяционных формул, представляю-
щих решение задачи лагранжа и Эрмита с узлами второй кратности, а также обобщенной про-
блемы Эрмита – Биркгофа, для нелинейных обыкновенных дифференциальных операторов при-
веден в работах [2, 5]. Статьи [6–11] посвящены построению интерполяционных многочленов 
Эрмита – Биркгофа различной структуры для операторов в функциональных пространствах. 
Исследование регулярности интерполирования типа Эрмита – Биркгофа, различные постановки 
этой задачи и некоторые ее применения имеются в монографии [12] и работах [13, 14]. Достаточно 
полная теория операторного интерполирования изложена в [15, 16].
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